
Université Pierre et Marie Curie, Paris VI Li
en
e de physique�PHYSIQUE NUMÉRIQUETD n◦ 1Des inse
tes et du 
haos : l'équation logistiqueCet exer
i
e étudie un modèle simple de l'évolution d'une population d'inse
tes au 
ours dutemps : lors de l'année p, np inse
tes sont sus
eptibles de se reproduire, 
ha
un produisant (enmoyenne) α des
endants 1 l'année suivante. On aura don
 :
np+1 = αnpainsi, si α est une 
onstante,
np = αpn0
e qui donne une 
roissan
e 2 exponentielle du nombre d'inse
tes : 
'est en e�et 
e qui se passes'il n'y a pas de prédateur et si les ressour
es alimentaires sont in�nies.On peut tenter d'améliorer 
e modèle en introduisant de façon simple l'e�et du 
ara
tère�ni des ressour
es disponibles : si la population d'inse
tes augmente, les ressour
es totales étant�nies, les ressour
es par inse
te diminuent 
e qui entraîne une diminution de leur 
apa
ité à sereproduire, ainsi, α devient une fon
tion dé
roissante de np. On prend i
i le 
as le plus simple,
elui d'une dé
roissan
e linéaire :

α = r
(

1−
np

nmax

)où nmax est le nombre d'inse
tes qu'il faut pour 
onsommer toutes les ressour
es disponibleset interdire toute reprodu
tion l'année suivante. La 
onstante r est le taux de reprodu
tionmaximum. On obtient alors :
np+1 = r

(

1−
np

nmax

)

npou bien, en remplaçant np par xp =
np

nmax

∈ [0, 1] :
xp+1 = r(1− xp)xpCette équation est 
élèbre sous le nom � d'équation logistique � 3 et sa simpli
ité apparente esttrompeuse. . .1. La première étape 
onsiste à 
réer un programme dit � sour
e � qui 
ontienne les instru
tionsné
essaires pour 
al
uler l'évolution de xp en fon
tion de p : à 
haque pas de 
al
ul, on passede p à p+ 1 et, 
onnaissant xp, on 
al
ule xp+1.a- Invoquer d'abord un éditeur, ema
s ou gedit, au 
hoix :ema
s logisti
.
pp &
e
i ouvrira une fenêtre dans laquelle on pourra taper les lignes du programme 
++ et lesauvegarder sous le nom logisti
.
pp. L'extension .
pp sert à se rappeler qu'il s'agit du1. par exemple, en pondant, avant de mourir, des ÷ufs, dont un nombre α é
loreront l'année suivante.2. si α > 1.3. Voir par exemple : Edward Ott, Chaos in dynami
al systems, Cambridge University Press (1993).1



�
hier-sour
e d'un programme é
rit en 
++ et permet aussi au 
ompilateur de le re
onnaître
omme tel.Prévoir des variables x et r de type float et une variable p de type int. Initialiser x àla valeur 0.1, 
ela donnera la valeur de x0. Donner la valeur 2 à r. É
rire une bou
le for quirempla
e 
haque année l'an
ienne valeur de x par une nouvelle et qui é
rive dans un �
hierlogisti
.res sur deux 
olonnes les valeurs 
ourantes de p et x. On fera varier p de 1 à 100.Compiler :
++ logisti
.
pp -o logisti
où logisti
 est le nom du programme exé
utable (on peut l'appeler aussi, au 
hoix logisti
.x,logisti
.exe ou . . . 
e qu'on veut). Corriger les éventuelles erreurs déte
tées par le 
ompila-teur, re
ompiler. Répéter l'opération jusqu'à disparition 
omplète des erreurs ! Lan
er l'exé
u-tion du programme :./logisti
Tra
er le résultat après avoir invoqué gnuplot :plot 'logisti
.res' with linesImprimer le résultat : dans gnuplotset term post; set out '|lpr' ; replot ; quitoù la barre verti
ale | est obtenue à l'aide des tou
hes AltGr et 6 : elle représente un � pipe �(un tuyau) qui permet d'utiliser le résultat d'une 
ommande Unix 
omme entrée d'une autre(l'impression, en l'o

uren
e). Imprimer aussi le programme-sour
e : a2ps logisti
.
ppb- Re
ommen
er pour plusieurs valeurs de r : 2.5, 3, 3.5, 3.8. . . On pourra prévoir que leprogramme demande à l'utilisateur la valeur de r, puis la lise sur le 
lavier.Se passe-t-il quelque événement intéressant ?
- Au lieu de tra
er les 
ourbes xp une à une en tapant les 
ommandes à la main, on peutautomatiser le pro
essus en une animation pendant laquelle r pourra varier automatiquemententre 2 et 4.Pour 
ela, il faut utiliser la 
ommande reread (relire) de gnuplot : les 
ommandes né
es-saires sont in
luses dans le �
hier logisti
.plot. Le 
opier à l'aide de la 
ommande Unix :
p /u/depondt/pub/logisti
.plot . (ne pas oublier le point à la �n.)La 
ommande 
p signi�e 
opy, 
e qui suit est : le �
hier de départ à 
opier depuis le répertoireoù il se trouve, suivi d'un point . qui désigne votre répertoire de travail. Ce �
hier 
ontient des
ommandes pour gnuplot :r = r + 0.01system "e
ho ".sprintf("%f",r)." > logisti
.inp"! ./logisti
plot [℄[0:1℄'logisti
.res' with lp ti "r = ".sprintf("%f",r)pause 0.1if ( r < 3.99 ) rereadLa première ligne in
rémente une variable r, 
e qui suppose qu'elle ait d'abord été initialisée ;la deuxième é
rit 
ette valeur dans un �
hier logisti
.inp ; la troisième lan
e l'exé
ution duprogramme logisti
 ; la quatrième tra
e la 
ourbe 
ontenue dans le �
hier logisti
.res ené
rivant la valeur de r en haut à droite ; la 
inquième attend 0.1 se
ondes ; la sixième renvoie àla première ligne. Si, dans gnuplot, on tape par exemple :r=2load "logisti
.plot"gnuplot fera une animation en faisant varier r de 2 à 4 par pas de 0.01.2



Il reste toutefois à adapter le programme logisti
.
pp : il su�t de lui faire lire la valeurde r dans le �
hier logisti
.inp.Faire la modi�
ation, 
ompiler, et lan
er l'animation. On pourra faire plusieurs essais en
hangeant le point de départ, le pas d'in
rémentation de r, la durée de la pause et la valeurmaximum de p. Faire le lien ave
 
e qui a déjà été observé. Tenter de repérer la � fenêtred'ordre �.d- On veut maintenant étudier la question systématiquement en fon
tion de r : pour 
ela, onen
hâsse la bou
le initiale dans une autre bou
le qui fait varier r de 2 à 4. On é
rira un �
hiersur 3 
olonnes : r, p, x.Les 
al
uls seront faits pour p variant de 1 à 2000, mais on n'é
rira que les 100 derniers paspour r< 3 et les 1000 derniers sinon. On fera varier r par pas de 0.1. Tra
er les résultats de 
es
al
uls à l'aide de gnuplot ave
 la 
ommandeplot 'logistique.res' using 1:3 with dotsCette �gure s'appelle � diagramme de bifur
ation �. Une fois que tout mar
he bien, la refaireen faisant varier r ave
 un pas plus �n 
omme 0.005.Comment faire le lien entre 
ette �gure et les 
al
uls pré
édents ? Que signi�e dans 
e 
asl'expression � doublement de période � ? Qu'entend-on par � 
haos déterministe � ? Donnerune valeur de r appro
hée au-dessus de laquelle le système devient 
haotique.Imprimer 
ette �gure ainsi que le programme modi�é.e- Refaire la même �gure pour r variant de 3.74 à 3.745 par pas de 0.00001. Commentaire ?2. L'une de 
ara
téristiques essentielles du 
haos déterministe mise en éviden
e par Poin
arédans les premières années du 20ème siè
le est la sensibilité aux 
onditions initiales.a- À l'aide du diagramme de bifur
ation, on 
hoisira une valeur de r propi
e. Modi�er en
orele programme pour faire simultanément deux traje
toires x1 et x2 dont les points de départsont très pro
hes, par exemple : x1 = 0.01 et x2 = 0.00999999. On é
rira les résultats sur 3
olonnes p, x1, x2. Dans gnuplot tra
er les deux 
ourbes à l'aide de la 
ommande :plot 'logistique.res' w l, '' u 1:3 w lCommenter.b- Tra
er ensuite l'é
art entre les deux traje
toires en é
helle semi-logarithmique :set logs
ale yplot 'logistique.res' u 1:(abs($3-$2)) w lOn pourra faire plusieurs essais.
- On é
rit généralement 
et é
art 
omme eλp où λ est � l'exposant de Lyapounov � qui 
ara
-térise la vitesse à laquelle deux systèmes quasiment identiques divergent. Essayer de déterminerl'exposant de Lyapounov en traçant (toujours en semi-log) :plot 'logistique.res' u 1:(abs($3-$2)), a*exp(l*x)et en donnant des valeurs judi
ieusement 
hoisies à a et l.d- Que vous inspire la sensibilité aux 
onditions initiales quant à la prédi
tibilité d'un telsystème ?3. De manière 
lassique, si l'on dépose dans une boîte 
ubique des objets ave
 un nombreuniforme d'objets par unité de volume, le nombre d'objets que l'on peut pla
er dans la boîte
roît 
omme ℓ3, la taille de la boîte au 
ube. S'il s'agit d'un 
arré, à la pla
e du 
ube, alors 
emême nombre 
roît 
omme ℓ2, et si 
'est un segment de droite, on obtient ℓ1. Voi
i don
 unmoyen de dé�nir la dimensionalité d d'un espa
e d = 3 pour un volume, 2 pour une surfa
e, 13



pour une ligne : on 
al
ule le nombre n d'objets que 
ontient l'espa
e :
n = aℓdoù a est une 
onstante de proportionalité et d est la pente de la 
ourbe donnant lnn en fon
tionde ln ℓ. Il existe 
ependant une autre façon de pro
éder, plus adaptée aux besoins de 
et exer
i
e.Imaginons, par exemple, une ligne 4 (de dimension 1) qui tra
ée une surfa
e (de dimension 2) :si l'on divise la surfa
e en petits 
arrés de 
�té ℓ, le nombre de 
arrés qu'il faudra pour re
ouvrirentièrement la ligne sera égal à la longueur L de la ligne divisée par ℓ, don
 à ℓd, puisqu'i
i

d = 1 :
nℓ =

L

ℓd
⇒ d =

lnL

ln ℓ
−

lnnℓ

ln ℓet, quand ℓ → 0. On peut la généraliser par :
d = lim

ℓ→0

lnnℓ

ln 1/ℓoù nℓ est le nombre de boîtes de 
�té ℓ qu'il faut pour re
ouvrir l'espa
e étudié : 
ette dimensionest (logiquement) appelée, en anglais, � the box-
ounting dimension �.a- On se pla
e dans l'espa
e de dimension 1 
onstitué par le segment [0, 1] qui 
ontient lesvaleurs prises par xp. On 
her
he la dimension du sous-espa
e qui 
ontient 
es valeurs, enex
luant les zones vides, s'il y en a.On doit alors é
rire un programme, appelé par exemple boxdim.f90, 
apable de lire le�
hier logisti
.res produit par le premier programme du TP (que l'on modi�era pour qu'ilfasse varier p de 1 à 1000), a�n de lire les valeurs de xp : 
e
i doit être fait dans une premièrebou
le interne. Au 
ours de 
ette le
ture on testera si int(x/l) est égal à k : l représentant ℓ
i-dessus, la taille des boites 
onsidérées et k un entier qui repère une boite. Si la réponse estoui, on in
rémentera n_box le nombre de boites pleines et on sortira de la bou
le de le
ture(par un exit).La valeur de k est fournie par une autre bou
le qui en
hâsse la première qui fait varier kde 0 à m. À 
haque sortie de la bou
le de le
ture, penser à revenir au début du �
hier par unrewind 
ar on doit relire le �
hier plusieurs fois.En�n, une troisième bou
le englobera les deux autres : on fera varier un entier q de 1 à 10,
e qui donnera m=2**q et l=1.0/m. Pour 
haque nouvelle valeur de q, on 
al
ulera la dimension
d et on l'é
rira dans un �
hier en même temps que q. Ne pas oublier de réinitialiser 
e qui doitl'être. . .b- Tra
er d en fon
tion de q pour plusieurs valeurs de r. Commenter.�Note : si vous en avez assez de taper with lines ou w l pour 
haque graphe tra
é ave
gnuplot, vous pouvez 
réer dans votre répertoire ra
ine (pour être sûr(e) d'y être, taper 
d ~ou 
d $HOME) un �
hier .gnuplot (ne pas oublier le point !) qui 
ontienne la ligneset style data lineset with lines deviendra l'option par défaut.

4. pas for
ément droite. 4


